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1 .研究意図
1. 1 研究自的
数学の研究において，考察方法や結論の「美しさjを追求することの重要性が
主張されてきた (e.g.ポアンカレ， 1908/2002)。また，数学教育自標論において
も数学における「美しさjは着目されており (e.g. Young， 1924 ;杉山，2012)，数
学の学習の際に学習者に数学の f美しさJを例示することや，学習者が数学にお
ける「美しさjを判断できるようになることが求められている。すなわち，学校
で扱う数学(以降，学校数学)においても「美しさjを考慮した教授・学習の実
現が求められている。
数学における「美しさjに関する研究は，数学においてどのようなものが美し
いかを考察する方向性 (e.g.ポアンカレ， 1908/2002 ;リヨネ，1962/1975) と，数
学の研究で美の判断がどのように役立つかを考察する方向性 (e.g.ポアンカレ，
1908/2002 ; Sinclair， 2004)の二つが主として進められてきた。そして，この前
者の考察の方向性については「美しさjの判断が主観的であるといった理由から
「何が美しいかの独断的規定に向かつてよりは，美的判断がどんなふうに働き機能
するのかの議論により多く向けられるようになってきた。J(デーピスら，
1982/1986，p.160)。しかし，ポアンカレ (1908/2002)が数学における「美しさj
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を説明する際に「苦々に優美の感を起さしめるのはJ(p. 33，ただし下線は引用
者)と一人称を複数形で述べていることや，デーピスら (1982/1986)がJすの無
理数であることの証明方法を二つ提示した上で，一方の証明を「専門数学者の10
人中 9人J(p.289)がより美しいと判断すると述べていることから，数学におけ
る「美しさjは数学者の間(1)で少なからず共有されていると考えられる。そして，
この共有されている数学における「美しさjの特色を明らかにすることは，学校
数学における「美しさjをとらえ，先述の数学教育における自標を達成する上で
不可欠で、あると考える。
以上より，本研究では数学者の間で共有されている「美しさjがあることを前
提とした上で，その「美しさjの特色を明らかにし，その特色に基づいて学校数
学における「美しさjをとらえる枠組みを構築することを研究の白的とする。な
お，本研究において数学における「美しさjとは学問としての数学で美しいとさ
れる対象を美しくさせている性質を意味し，学校数学における「美しさjとは学
校数学で扱う数学についての数学における「美しさJを意味することとする。以
降，本文中の誤解の生じない箇所では，数学における「美しさjを単に「美しさj
と省略して表す。
1.2 研究方法
上記の呂的を達成するために，本研究では数学者による「美しさjについての
説明がある文献に含まれる美の判断を分析する。特に，美しいと判断した対象の
どのような性質を美しいと考えられているのかをとらえ，その数学者にとっての
「美しさjを特定する。そして，この「美しさjは数学者の間で共有されていると
いう前提のもと，特定した「美しさjの共通点を抽出することで「美しさjの特
色を明らかにし，その特色に基づいて学校数学における「美しさjをとらえる枠
組みを構築する。
2.数学者の美の判断にみられる数学における「美しさjの特色の分析方法
2. 1 分析の対象
本研究では主として，ポアンカレ(1908/2002)とハーディ (1967/2006)による
数学における美の判断を分析する。ポアンカレ，H.(1854-1912) とハーデイ，G.H.
(1877-1947)はともに著名な数学者であり，数学の研究における「美しさjの
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重要性や，数学における f美しさjとは何かについての考えが，その著作 f科学
と方法.Hポアンカレ，1908)と「ある数学者の弁明J(ハー デイ， 1967)において言及
されている。
彼らの数学における「美しさjに関する考えは， r美しさjに隠する多くの先行
研究において着呂されてきた。例えばポアンカレの考えについては，数学者が
「美しさJや「美しさJを感じる感覚を重要視している例として着目している研究
(e.g.デーピスら， 1982/2003;Dreyfus et a1.， 1986; Silver et a1.， 1989)や，数学の
創造における「美しさjの役割についての心理学的考察として養自している研究
(e.g.アダマール，1945/1990;Papert， 1978; Sinclair， 2004)が展開されている。ま
た，ハーディの考えについては，数学者が「美しさjを重要視している例として
着目している研究 (e.g.デーピスら，1982/2003;Sinclair， 2004)や， r美しさjと
は伺かについての説明として着目している研究 (Dreyfuset a1.， 1986; Sinclair， 
2006)が展開されている。
ポアンカレとハーデイがこのように注目を集める理由は 彼らが世界的に著名
な数学者であることから彼らの述べる「美しさJが数学における「美しさjのよ
い代表として考えられることに加えて， r科学と方法jと「ある数学者の弁明jに
おける「美しさJに関する言明が詳細であるためと考えられる。本研究では，数
学における「美しさjが数学者の関で共有されていることを前提として考察する
ため，その「美しさjの説明としての信頼性が高く詳細が述べられているポアン
カレ (1908/2002)とハーデイ(1967/2006)を分析対象とすることは有意義である
と考える。なお，ここでポアンカレ(1908/2002)とハーデイ(1967/2006)の一方
ではなく，両方を分析の対象とする理由は，ポアンカレ(1908/2002)の「美しさj
についての言及が抽象的であるのに対し，ハーディ (1967/2006)は具体的な定理
の「美しさJについて言及しており，相補的であるためである。
2.2 分析の方法
本研究では，ポアンカレ(1908/2002)とハーデイ(1967/2006)の美の判断にお
いて，美しいとされる対象が何で，その対象を美しくさせている性質が何かを分
析することによって，この二人の数学者にとっての数学における f美しさjを特
定する。そして特定した「美しさJの共通点をとらえることで， r美しさjの特色
を明らかにする。なお，この対象と性質の棲み分けは，本研究においては「美し
?????
さjを「美しいとされる対象を美しくさせている性質jととらえていることに由
来するD すなわち， I美しさjとは数学者たちに美しいと判断された対象それ自身
ではなく，対象がそなえている性質であるととらえている。例えば，オイラーの
公式eiO= cos f3+ isin f3が指数関数と三角関数を統一的に表していることで美し
いと判断されたとする。そのとき，美しいとされる対象はオイラーの公式である
が， I美しさJはオイラーの公式ではなく，オイラーの公式を美しいと判断させた
性質である統一性が該当する。このような対象と性質の棲み分けは，リヨネ
(1962/1975)による数学における「美しさJを分類する枠組みにも見られ，数学
における「美しさJをとらえるための分析として妥当であると考える。
2.3 分析笛所の抽出上の留意点
分析に当たっては，まず，数学における「美しさJについてのポアンカレ
(1908/2002)とハーデイ (1967/2006)による言明から，美の判断・を抽出する。そ
の際，美しいとされる対象が何かだけでなく，その対象を美しくさせている性質
が何かについても説明されている部分を抽出する。
このような抽出方法をとる理由は，本研究では美の判断が主観的であるととら
えており，美しいとされる対象だけでは「美しさjを特定することができないた
めである。例えば フラクタル幾何学の第一人者であるべノア・マンデルブロー
は自身の名をもっマンデルブロー集合の説明において，研究の過程や集合のもつ
単純さなどの性質及び，心臓形と円に近い図形が無数につながった形状について
言及した後に， Iもうこれ以上，この集合の美しさについて夢中でしゃべらせない
で下さい。J(アルパースら，1985/1987，p.253) と述べている。ここでマンデルブ
ローが美しいとした対象はマンデルブロー集合であり，マンデルブロー集合は単
純さなどの性質をそなえている。しかし，単純さなどの性質をそなえているから
マンデルブロー集合を美しいと判断したのかは不明である。よって，このマンデ
ルブローの例では単純さなどの性質は「美しさjであるとは判断できない。
3.数学者の美の判断にみられる数学における「美しさjの特色
3. 1 ポアンカレ (190812002)の美の判断にみられる数学における「美しさjの特定
3. 1 . 1 ポアンカレ (190812002)の美の判断にみられる美の判断の抽出
ポアンカレ (1908/2002)l2)は自身の数学研究における美の判断の重要性を説明
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する中で， 1"解に於て，また証明に於て，吾々に優美の!惑を起さしめるJ(p. 33) 
ものとして次の説明を与えている。
異なった部分の間の調和，対称，いみじき均斉，つづめて言えば秩序をもた
らし統一を与え， したがってまた綿自をも，全体をも，ともに同時に明瞭に
観取することを得しめるもの，かかるものは全て優美の!惑を起きしめるもの
である。 (ポアンカレ，1908/2002，p.33)
ここで， 1"異なった部分の簡の調和J，1"対称、J，1"いみじき均斉jは解や証明に
「秩序をもたらし統ーを与えjるものの例と考えられ， 1"秩序をもたらし統一を与
えjることから， 1"細目をも，全体をも，ともに向持に明瞭に観取することを得し
めるjと読み取ることができ，そのようなものは全て「美しさJを感じさせる対
象であると解釈できる。換言すると， 1"秩序をもたらし統一を与えることで細目と
全体をともに向時に明瞭に観取できるようにするjという性質をそなえた対象は
「美しさjを感じさせるものであり，その例が「異なった部分の間の調和Jや「対
称J，1"いみじき均斉Jであるといえる(判断 1とする)。そしてポアンカレ
(190812002)は「吾々が普通互に結びつけて考えていないような対象が思いがけ
なく向時に起こるとき，それを意外に思う感じJ(p.33) によって美しさを感じる
と述べている。また， 1"手段の単純さと，課せられた問題の複雑さとの対照のみか
ら生ずるJ(p.33)場合(判断2とする)にも優美の感が起されると述べている。
3.1. 2 ポアンカレ (1908/2002)の美の判断にみられる数学における「美しさJ
の特定
3 . 1 . 1で挙げたポアンカレ (1908/2002)の言明にみられる美の判断におけ
る美しいとされる対象と，その対象を美しくさせている性質をまとめると以下の
表 lのようになる。
なお，判断 lについては， 1"美しさjをもたらすものによってもたらされるもの
として挙げられている統一性，明瞭性といった性質をここで述べられている「美
しさjとしてとらえた。また，判断2において，美しいとされる対象は，手段の
単純性と問題の複雑性という対極に位置する性質が共存していることによって生
じる不均斉性をそなえていると考えられる。本研究ではこの不均斉性という性質
が，ここで生じている f美しさjであるととらえた。 以下では判断 1の対称性な
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表 l ポアンカレの美の判断における美しい「対象jとその「性質j
美しいとされる対象とその性質
対象 対象がそなえる性質 性質をもたらすもの
秩序 異なった部分の間の調和
ォマ 角平
ア 判断 l 統一性 会J:f力、
美 ン 証明
。〉 カ 明i耐性 いみじき均斉
4断1ij lレこ
よ (手段の)単純性と(問題の)
る 判断 2 手段と問題 (Iif記なし)
複斜t性の不均斉性
どと同様に秩序や統一性，明瞭性という性質をもたらす他の対象を探るために，
異なったものを統一的にみられる例を挙げて考察する。
まず，アポロニウスの円を考える。ここでは具体的に， 2点 (0，0)， (3， 0) 
からの距離の比が2 1である点の軌跡として考える。求める図形上の点の座標
を (X，y)とすると，
~ X2+ Y 2 ニ 2~(x -3)2十y2
を満たすので，両辺を 2乗すると
X2+y2 4j(x-3)2十y21 
となり，これを整理すると，
(x -4)2十y2ニ 4
が得られる。逆にこの円周上の点は2点 (0，0)， (3， 0)からの距離の比が2 1 
であるので，求める軌跡、は点 (4，0) を中心とする半径2の円である。
続いて， 2円 x2十y2=4，(x-3)2+y2=1の共有点を通る図形の方程式
を考える。実数の定数たを用いてたについての'垣等式を考えると，求める図形
の方程式は，
x2十y2-4十 kJ(X-3)2十y2-11=0
と表せる。ここでた =-4の場合を考えると，この図形は円 (x-4)2十y2=4に
????
なる。
ここで先のアポロニウスの円とこの 2円の共有点を通る円の方程式を比較する
と，二つの図形は同じ図形であるとわかる。そこで以下においては異なる考察で
同じ図形が得られた理由を考える。
まず，アポロニウスの円としての円(x-4)2十y2=4は，方程式
x2十y2ニ 4!(x-3)2十Y2 f …(*) 
から得られた。また， 2 I司の共有点を通る円としての円 (X-4)2十 y2=4は，
方程式
χ2十y2-4-4!(x-3)2十Y2 -1 f二=0 …(料)
から得られた。この方程式(**)を変形すると，
χ2十y2-o=41(x-3)2十y2-0 f …(*料)
が得られる。ここで，X 2十Y2 = X， (x -3 ) 2十y2=Yとおくと，方程式(***)は
(X-4) = 4 (Y-l) 
となり，方程式(*)は
X=4Y 
と2変数の比例を表す方程式で表現でき，これらの方程式がXY平面で表す二つ
の図形は，一方を自分自身に重なるように平行移動した図形になっている。同様
に，XY平面において平行移動によって重なる図形の方程式とみなせる x，yに
ついての方程式は，全て xy平面で閉じ図形を表すことがわかる。さらに， 2 
点から等距離にある点の軌跡、(2点を端点とする線分の垂藍二等分線)のように
X=k Yの形式で表される方程式は全て統一的に，比例を表す式と見なすことが
できる。すなわちこの例では比例という数学の性質が顕在化することによって，
異なると考えていた 2円の共有点を通る図形，垂直二等分線，アポロニウスの円
に統一性がもたらされているので 比例は統一性をもたらすものであるといえる。
?
?
?
?
3 . 2 ハーデイ(1967/2006)の美の判断にみられる数学における「美しさjの特定
3. 2 . 1 ハーディ(1967/2006)の美の判断にみられる美の判断の抽出
ハーデイ (1967/2006)は数学の研究について説明する中で， I数学者は概念の
織り成す様式をつくる人で、あり，その美しさと重さが，彼の様式を評価する基準
であるJ(p. 30) と述べている。そして「美しさjについては， I画家や詩人の様
式と同様にJ(p. 20)とした上で， I様々な概念は，色や言葉と向様に，互いに調
和しつつ全体を形作らなければならないJ(p.20)としている(判断3)とする。
また， Iどの数学者も第一級品と認めるJ(p. 25)ユーク 1)ッドによる「素数が
無限に存在することの証明jとピュタゴラスの 1ftが無ー理数であることの証明J
において識別できる「純粋に美的なJ性質として， I必然、性と経済性に結びついて
いる非常に高度の意外性jを挙げている(判断4とする)。ここでは必然性や経済
性といった一つ一つの語についての説明はないが，以下のような説明が挙げられ
ている。
議論は極めて風変わりで，驚くべき形を取っている。その遠きに達する結果
に比べれば，使われている道具は幼稚なほど単純に見える。しかし，結論に
は有無を言わせぬものがある。複雑に入り組んだ細かな議論はない一どちら
の場合も，一撃でことが済む。 (ノ¥ー デイ， 1967/2006， pp.39-40) 
ここで必然性を円可かがそれ以外ではありえないことJ，経済性を「手間がかか
らず効率がいいことJ，ととらえればベこの説明のうち， I結論には有無を言わせ
ぬものがあるjの部分を必然性に， fその遠きに達する結果に比べれば，使われて
いる道具は幼稚なほど単純に見えるJ と「複雑に入り組んだ細かな議論はない一
どちらの場合も，一撃でことが済む。jの部分を経済性に当てはめることができる。
また，ハーデイ(1967/2006)は先述のように数学者のつくった様式の評価基準
の一つに「重さjを挙げているが「数学の定理の美しさは，その重さに非常に大き
く依存するJ(p.24)と述べている(判断5とする)。そして「重さJとは，実用上の
重要性にあるのではなく， f定理が相互に結びつける数学的な諸概念の意義にあ
るJ(p. 23)とし，数学的な概念が[意義あるJとは， Iそれが自然にまた明瞭に，
他の多くの概念の総体と結びつけられることJ(p. 24)と説明していることから，
f重さjとは，概念の連結可能性であるととらえられる。この「数学的概念を意義
あらしめている性質J(p.33)について，ハーデイ(1967/2006)は本質的な事柄と
???、?
?
?ー
して「一般性jと「深さjを挙げているが，これらは「美しさjに関連の強い連
結可能性としての「重さjをとらえる重要な概念であると考えられるので，以下
ではこの「一般性jと「深さjについて考察する。
(1) I重さjとしての「一般性Jの意味
ハーディ(1967/2006)はこの「一般性jをもっ概念について，
その概念は多くの数学的構築物の要素であり，多くの異なる種類の定理を証
明するのに用いられる。定理は もともと非常に特別な形で述べられていて
も(ちょうどピュタゴラスの定理のように)，少なからず拡張の可能性を持
ち， I可種の諸定理の全体を代表するものである。証明によって明らかにされ
た諸関係は，多くの異なった数学的概念を結びつける。
(ノ¥ー デイ， 1967/2006， p.33) 
と説明している。そして，この「一般性jは，全ての数学の定理がもつような
一般性と区別していることを明確に述べ，全ての数学の定理がもつような一般性
として，次の例を挙げている。
私たちが2十3=5と主張するとき，私たちは三つのグループの fものjの間
にある一つの関係を主張している。これらの「ものJはリンゴでも硬貨でも，
あるいは何ら特定の種類のものでもなく，単なるもの， Iどんなガラクタjを
持ってきてもよい。 (ノ¥ー デイ， 1967/2006， p.35) 
この全ての数学がもつような一般牲についての引用文と，先の「一般性jにつ
いての引用文とを比較すると， I重さjとしての「一般性jとは，定理が適用され
る範囲をもつことではなく，その範囲を拡張する可能性をもつことであると読み
取れる。そして，定理が拡張されることで，多くの異なる数学的概念が結びつけ
られるものであるといえる。すなわち，この「一般性jとは，定理の一般化可能
性または拡張可能性であると解釈できる。例えば，直角三角形の辺の長さについ
てのピュタゴラスの定理(4)は それ自身どんな直角三角形にも適用できるという
意味で一般的であるが，中線定理や余弦定理といった「一般性jをもっている。
すなわち，ピュタゴラスの定理は中線定理や余弦定理の「代表jである(図 1)。
?、??? ?
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BC2 = AB2 + AC2 -2AB . AC cosA 
油 2+ AC2 = 2(AM2 + BM2) 
BC2 = AB2 + AC2 -2AB . AC cos900 
= AB2 + AC2 
AB2 + AC2 = 2(AM2 + BM2) 
= 2AM2 + BM2十 CM2
= 4BM2 
= BC2 
図1 r代表Jとしてのピュタゴラスの定理
(2) r重さjとしての「深さjの意味
ノ¥ー デ、イ(1967/2006)は， r深さjについて，
数学の諸概念は，何らかの階層上に構成されており，一つの階層の諸概念は
それらどうしの間で，また上下の階層の諸概念と，複雑な関係によって結び
つけられている。階層が低ければ低いほど，概念はより深い(また，一般的
にはより難しい)ものになる。 (ハー デイ， 1967/2006， pp.37-38) 
と述べ， r無理数jの概念が整数の概念より深いとし，そのためにピュタゴラス
の定理(5)はユークリッドの定理よりも深いとしている。この引用文における説明
から， r重さjとしての f深さJとは，概念を構成する階層における位量を表す語
であると読み取れる。そして，定理について考察する際に概念の階寝におけるよ
り「深いj位置にある概念を必要とすることで，その「深いj位置の措層と結び
つけられるものであると考える。この点について， r深さJに関わる他の概念を探
るために，例を挙げて考察する。
2円 χ2十y2=4，(X-3)2十y2=1の共有点を通る図形のうち，直線であ
るものの方程式は，
X2十y2-4-I(x-3)2十y2-11=0
で与えられ，整理すると
x=2 
? ???
?
?ー
?
となる。この藍線は， 2円 χ2十y2 = 5と(X-3)2十y2=2の共有点を通る直
線でもあり，共有点をもたないこつの~形， 2円 X2十Y2 = 3.5と (X-3 )2十
Y 2= 0.5の組や，円 X2十y2= 3と点(点円) (X-3)2十y2= 0の組からも，
同様な方程式を立てることで得ることができる(図 2)。
y 
-) 
図2 2円(点)と共有点を通る直線
この直線x=2が2円の共有点を通る直線を求める方法で得られたことを考え
ると， 2円が共有点をもたないときにも存在することに違和感がある。そこで3
次元の空間でこの関係を考えてみると，この円の組は二つの球のz軸に垂直な平
面による断面の組と見なすことができる。例えば二つの球を x2+y2十 Z2 = 5， 
(x -3 )2十 y2十 Z2 =2とすれば，z =0による断面が2円 χ2十 y2ニ5と
(X-3)2十y2=2になり ，z =1による断面が2円 x2十 y2= 4と(X-3)2十
y2 = 1になり ，zニ{2による断面が， 2円 χ2十y2= 3と(X-3)2+y2=0
になる。そして直線を与えた方程式は，
χ2+ Y 2十 Z2-5 l(x -3)2十y2十 Z2_ 21 =ニ O
と見なすことができ，これは平面x=2を与えることになる。
この例では，直線x=2の存在の説明において次元という概念に着目して，も
ともとの図形を考えていた 2次元ではなく 3次元において考察することで，平面
を表す方程式としてx=2をとらえることができたといえる。このとらえ方によ
って，断面菌で与えられた 2円が共有点をもたなくても 2球の共有点を通る平面
の断面図として直線が存在することが必然であることが説明できた。また，次元
という概念の階層を変えて考察したことで，平面図形の性質と空間図形の性質を
?
?
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結びつけることができたO すなわち，次元という概念は「深さJに関わる概念で
あり， 3次元は 2次元よりも「深いj概念であるといえる。
3 . 2 . 2 ハーディ (1967/2006)の言明にみられる数学における「美しさJの特定
3. 2 . 1ではハーデイ (1967/2006)の言明にみられる美の判断を三つ挙げた。
それらを順に判断3，判断4，判断5として，美しいとされる対象とその対-象が
そなえる性質をまとめると表2のようになる。ただし，判断5については美の判
断そのものではく， [美しさJの必要条件ともとらえられる「重さjについて取り
上げたものであったので，表についても二重線によって区分けする。
表2 ハーデイの美の判断における美しい「対象jとその[性質J
美しいとされる対象とその性質
対象 対象がそなえる性質 1'1:質をもたらすもの
判断3 機々な概念が形作る全体 調和 (1列言己なし)
ノ、 ユークリッドによる紫数が無
ア i授に存在することの註明 必然性と経済性に結びついイ
ミ」 判断4 (I~J 記なし)
よ ヒ。ュタゴラスによる花が無潔 ている非常に高度=の意外性
3合る仕ξ2 
数であることの証明
。〉
戦15f1 定理 {也の概念との連結iiJ能性と
判断 5 概念の述結性
J2が無理数であるとし、う定理! しての r]立さj
3. 3 I美しさjであるための必要条件としての意外性が生起する場面の向定
3. 3. 1 I美しさjであるための必要条件としての意外性
ポアンカレ (1908/2002) とハーディ (196712006)のとらえている数学におけ
る「美しさjには，ともに意外性が含まれている。この意外性に関してデーピス
ら (1982/1986)は， I黄金比φにおける美的喜びは，今日ではそれが生起するさ
まざまな意外な場所から生ずるように思われるJ(p. 161) と述べている。このデ
ーピスら (1982/1986)の言明を踏まえても，統一性などの性質が「美しさJと
なるための必要条件に意外性があると考えられる。ただし，ポアンカレ
(190812002)やハーディ(1967/2006)の言明にみられるように，意外性があれ
ば美しいというわけではないので，意外性は f美しさjとi可値ではない。そこで，
? ??
?
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本研究では統一性などの性質が「美しさjとなるための必要条件として意外性が
あるととらえる。
3 . 3 . 2 意外性が生起する場面の同定
ポアンカレ (1908/2002)は「吾々が普通互に結びつけて考えていないような
対象が思いがけなく同時に起こるときJ(p. 33)に意外性を感じると述べている，
また，統一性は「異なった部分の間の調和，対材、，いみじき均斉jなどから得ら
れるものであったが，これが意外であるとは f異なったJと考えていたものが統
一的にとらえられることから生じると考えられる。また， r手段の単純さと，課せ
られた時題の複雑さとの対照jから「美しさJを感じると述べており，ここでも
意外性が生じていると考えれば，手段の単純性と問題の複雑性という対極に位童
づくような性質が共存していることで意外性が生じていると考えられる。
また，ハーデイ (1967/2006)は必然性と経済性に結びついた意外性を，ユーク
リッドによる「素数が無線に存在することの証明jとピュタゴラスの r，f玄が無
理数であることの証明Jから感じており，特に経済性についての「その遠きに達
する結果に比べれば，使われている道具は幼稚なほど単純に見える。J(pp. 39-40) 
という説明から，証明の道具の単純性に対する「有益jな結果から意外性が生じ
ると考えられる。
このポアンカレ (1908/2002) とハーデイ (1967/2006)の説明した意外性が生
じる過程は二つに分けられる。一つ自は， r異なるものが統一的に見られるjとき
のように，ある種の状態が改められた状態に変容することに対して意外性が生じ
ている場合である。このことに関してデーピスら (1982/1986)は， r強い個人的な
美的喜びの感覚は，混沌がなくなった秩序と呼ばれうる現象から生じる。J(p.162)
と述べている。このデーピスら (1982/1986)の言明を踏まえると，混沌とした状
態が秩序ある状態に変容したときに， r美しさJを感じさせる意外性が生じるとと
らえられる。
二つ自は， r手段の単純さと，課せられた開題の複雑さとの対照jや fその遠き
に達する結果に比べれば使われている道具は幼稚なほど単純に見えるjことの
ように， r単純性と複雑性jのように対極に位置する性質が共存している不均斉な
状態によって意外性が生じている場合が考えられる。
以上をまとめると，数学における「美しさjの共通点として， r混沌とした状態
?
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から秩序ある状態への変容jまたは[対極に位置する性質の共存Jによって意外
性が与えられることが挙げられる。以下ではこの「混沌とした状態から秩序ある
状態への変容Jまたは「対極に位置する性質の共存jが起きたときには，意外性
が生じているものとして考える。
3.4 数学において f美しさjをそなえる対象と「美しさjをもたらすもの
3. 4. 1 1美しさjをそなえる対象
数学において美しいとされる対象としては， 1解jや「証明j，1手段と問題j，
f様々な概念が形作る全体j，ピュタゴラスによる I~玄が無理数であることの証
明j，1 ~玄が無理数であるという定理j，ユークリッドによる「素数が無限に存在
することの証明j，1定理Jを挙げた。この中で， 1素数が無限に存在することの証
明jと，-{2が無理数であることの証明Jは「定理とその証明Jであり，定理を
問題，証明を解決方法ととらえれば， 1手段と問題Jと同様に「問題とその解決手
段Jとまとめることができる。よって， 1美しさjをそなえる対-象には， 1問題と
その解決手段jと li拝j，1証明j，1定理j，1様々な概念が形作る全体Jが挙げら
れる。また，この中で「問題とその解決手段jについては「対極に位置する性質
の共存jによって不均斉もそなえうる対象である。
3. 4. 2 1美しさjをもたらすもの
数学において「美しさjをもたらすものには，対称性や「異なった部分の調和j，
fいみじき均斉j，1重さJを挙げ，筆者による考察によって比例もi司様なものとし
て挙げた。そしてこれらは， 1混沌とした状態から秩序ある状態への変容jにおい
て「美しさJをもたらしうるものであった。
ここで，ポアンカレ(1908/2002)の美の判断の分析から挙げた「異なった部
分の間の調和j は「美しさ j をもたらすものとして挙げたが，ハーデイ
(1967/2006)の美の判断の分析から抽出した「様々な概念が形作る全体Jの調和
は， 1様々な概念が形作る全体jがそなえる「美しさjとして挙げた。これは誠和
が性質を表すものであるため， 1美しさjをもたらすものとしても「美しさjその
ものとしても該当したと考えられる。
なお，ここで挙げた対称性や比例とはそれら自体が数学における性質であるが，
これらは数学の概念を特徴づけるパターンでもあるといえる。 Steen(1990)は
。 。??
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数理科学としての数学の大きな広がりを考慮し，数学をパターンの科学ととらえ
た上でその体系の根源をなすものとして，伝統的に学校で基本となっている算術，
測定，代数，初等的な幾何の他に， I特徴jとしてく線形的，崩期的，対称的，連
続的，ランダム(無作為)，最大，近知、的，なめらか〉の八つを挙げている。これ
らは数学の概念の特徴を表す性質であるが，ここに対称性が含まれていることか
ら，他の線形性や周期性 連続性といった性質も「美しさjをもたらす対象とな
るパターンであると示唆される。また逆に， I美しさjをもたらす対-象となるパタ
ーンも，数学の体系の根源をなすものになりうることも示唆される。この点につ
いては今後詳細に考察する。
3. 5 数学における「美しさjの特色
数学者の美の判断に見られる数学における「美しさjの共通点についての考察
から，数学における「美しさjは意外性を伴うものであり，意外性が生起する場
面を考慮すると，混沌とした状態が秩序ある状態に変容するときに「美しさjが
生じる場合と，対極に位置する性質が共存しているときに「美しさjが生じる場
合があるという特色が明らかになった。さらに 混沌とした状態が秩序ある状態
に変容するときに「美しさ」が生じる場合には，対称性などの「美しさJをもた
らすものが特定できうることと， I美しさjをそなえる対象のうち， I問題とその
解決手段jについては，対極に位童する性質の共存によって「美しさJを生じさ
せうる対象であることも明らかになった。
4.学校数学における「美しさjをとらえる枠組み
4. 1 学校数学における「美しさJをとらえる枠組み
3節までの考察によって，数学における「美しさJは生起の方法と対象との関
係というこつの観点に関する特色があることが明らかになった。そこで，学校数
学においてこの二つの観点において同様な特色をもっ性質をとらえる枠組みを構
築することで，学校数学における「美しさjをとらえる枠組みを提示する。
まず， I混沌とした状態から秩序ある状態への変容Jという「美しさjの生起方
法に着目し，学校数学における定理などの対-象がそなえる「美しさjをとらえる
ことを考える。このとき， I美しさJは混沌とした状態 Scから秩序ある状態
s。への変容Sc→らによって生じることから，この定理などの対象が変容後の秩
? ????
序ある状態であるととらえる。そして変容前の混沌とした状態を特定することに
よって，この変容によって生じる「美しさjをとらえる。例えば，先述の比例に
ついて考えると，どちらも比例という性質を表しているということが顕在化され
た状態を S。ととらえ，アポロニウスの円と 2円の共有点を通る円が異なるもの
としてとらえられている状態が5cであると考える。そして，5c → S。を考えるこ
とによって，アポロニウスの円と 2円の共有点を通る円の比例という性質が顕在
化された状態が統一性という「美しさjをそなえていることがとらえられる。ま
た，この統一性という「美しさJは比例によってもたらされたこともとらえられ
る。この例をまとめると以下の表3のようになる。
この例で「美しさjとした性質は統一性で、あったが，I美しさjを判断する主体
によっては異なる表現がなされることは考えられる。しかし，このように「美し
さjを変容するこつの状態 5c，S，。とあわせてとらえることによって， 15c→ 50 
によってもたらされる性質j自体は特定することができる。よって，学校数学に
おける対象について 5c→ 50を特定することによって， I混沌とした状態から秩
序ある状態への変容jによって生じる学校数学における「美しさjをとらえるこ
とカぎできる。
続いて， I対極に位霊する性質の共存jという「美しさjの生起方法に着自し，学
校数学における定理とその証明などの対象がそなえる「美しさjをとらえることを
考える。このとき， I美しさJである不均斉性は対極に位霊する性質 Qlと Q2の
共存 (Ql'Q2) によって生じることから，この定理とその証明の全体がそなえ
る性質のうち，対極にあるものを明らかにすることができれば，不均斉性という
「美しさJをとらえることができる。例えば， ~すが無理数であるという定理とそ
の証明について考える。この定理は単に 2の正の平方根が整数のよとで表せないこ
とを示しているのみに留まらず 線分の長さを数で表したり 2次方程式を解いた
表3 比例がもたらす「美しさj
5c 50 f美しさj f美しさj そもたらすもの
アポロニウスの円と 2円の共 どちらも比例という性
有点を通る円が異なるものと 質を表していることが 統一性 比例
してとらえられている1犬態 霊長イ王化されている状態
?????
?
りするにあたっては有理数のみを考えていては不十分であることなど，数学にお
いて多大な貢献をしている多産的な定理であるといえる。一方，この定理の証明
は，ハーデイ(1967/2006)が述べるように，背理法という集合の考えに基づい
た方法が用いられているものの，中学校までで学習する概念や演算で事-足りる単
純なもので行うことができるといえる。すなわち，定理は多産的(Q 1とする)
であるにもかかわらず，証明は単純(Q 2とする)であるという不均斉性が生じ
ているといえる。
しかし，この考察において，考察の過程で特定した性質 Q1と Q2は，それぞ
れ筆者が主観的に定めたものであったO 実際，性質 Q2は背理法を難しいと考え
る場合には単純とはいえない。さらに，性質 Q1と Q2が対極に位置することも，
主観によって定めることになる。このような性質 Q1と Q2についての主観性は，
この例ではなくても向様に起こりうると考える。よって，本研究では学校数学に
おいて考えられる「美しさjのうち， I対極に位置する性質の共存jによって生じ
る不均斉性については考察の対象とはしない。
以上から，本研究では学校数学における「美しさjをとらえる枠組みとして，
生起の方法としてに着目した次の表4で表されるものを提示する。
表4 5c→ 50によって生じる学校数学における f美しさjをとらえる枠組み
4 . 2 学校数学における「美しさjをとらえるという視点からみた数学教育の
改善の示唆
本研究で特定した美しい対象のうち 「美しさjをそなえる対象であるユークリ
ツドによる f素数が無限に存在することの証明jとピュタゴラスによる 1{2が
無理数であることの証明jは高等学校における背理法の学習で取り上げられるも
のであり，後者は教科書にも記載されている。また， I美しさjをもたらすもので
ある対称性や比例は小学校第5学年から取り上げられる概念である。よって，日
本のカリキュラムにおいては 数学において美しいとされる対象や「美しさJを
もたらすものについて学習する機会があるといえる。
?? ?っ ??? ?
しかし，例えば学習指導要領における比例の取扱いをみると，比例を用いて問
題を解決することや関数の基本的なものとして理解することが学習の自標となっ
ており(文部科学省， 2008， pp.56-57)，統一性をもたらすものとしての扱いは
必ずしも強調されていない。ただし，関数y= a X2については，r x2に比例す
る関数jとしての扱いがみられ，比例としての統一性が示されているので，この
関数y= a X2のように 1次関数 y=ax十 bを r(x +会)に比例する関数J
とみることや反比{7Uy=与を rxの逆数に比例する関数jとみることによって，
比例がもたらす統一性が強調されると考えられる。
この比例のように，他の対象ついても同様に美しいとされる対象の「美しさJ
が何であるかを本研究で提示した枠組みによって明確にすることは，冒頭で述べ
た数学教育における目標を達成する上で不可欠であると考える。
5.研究の総括と今後の課題
本研究では数学における「美しさjの特色を明らかにし，その特色に基づいて
学校数学における「美しさjをとらえる枠組みを構築することを自的として，ポ
アンカレ (1908/2002)とハーデイ (1967/2006)による美の判断の分析を行った。
その結果，数学における「美しさjは (iH混沌とした状態から秩序ある状態へ
の変容jまたは「対極に位置する性質の共存jによって生じるという生起の方法
についての特色と， (ii)行軍沌とした状態から秩序ある状態への変容jによって
「美しさJが生じるときには， r美しさjをもたらすものが特定できうるという特
色が明らかになった。そしてこの特色に基づいて，学校数学における「美しさj
をとらえる枠組みを提示した。
今後の課題は構築した枠組みを用いて学校数学における「美しさjを具体的内
容に基づいて特定すること及び それら「美しさjのうち生徒が美しいと感じる
ものを明らかにすることである。
註
( 1 ) この「美しさjを共有している数学者の時間的・文化的な範囲については議論する必
要がある。この点についてデーピスら (1982/1986)は f文化や世代と共に変わる傾向
がありJ(p. 160) と指摘している。この点に関する考察は今後の課題とする。
(2 ) ポアンカレ (1908/2002)の原文は!日漢字が用いられているが，本稿では新漢字を用
いる。
122 -
(3 ) すべて広辞苑(第五版)に基づいてとらえた。「必然性jはj京文のままである。「経済
性jは「経済的な効率jとあり， i経済的jは「費用・手間がかからないさまjとなっ
ていたことと，文脈から費用という観点を省き， i手間がかからず効率がいいことjと
しt:.oi意外性jは広辞苑には含まれていなかったので， i意外Jの項目にあった[思い
のほかjを調べ， i予測と違ってjとなっていたことから「予想と違うことJとした。
(4) i一般性jを説明している引用文中のピュタゴラスの定理は ピュタゴラスによる
i{2が無理数であることの証明jを指しており，この場合の「一般性Jは， i殆ど同
様な考え方で，非常に広い範囲の f無理数jに応用できるJ(ハーデイ ，1967/2006，p. 
31)ことが該当していると考えられる。
( 5 ) (4 )と同様に， i{2が無理数であることの証明jを指している。「深さjの説明の
引用文中のピュタゴラスの定理も同様。すなわち，引用文中のピュタゴラスの定理の基
礎にある概念とは無理数のことを指している。
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Consh-uction of a framework to capture“aesthetic qualities" in school mathematics: 
Through an analysis of“aesthetic qualities" in mathematics 
Hayato HANAZONO 
It is important in mathematics that methods and results of a discussion of 
mathematics are aesthetic. In mathematics education， itis important that teachers 
exemp1ify“aesthetic qualities" in mathematics and students learn to judge and recognize 
“aesthetic qualities" in mathematics. However， it is not clear what “aesthetic qualities" in 
mathematics is， and likewise it is not clear what “aesthetic qualities" in school 
mathematics are. 
The purpose of this study is to construct a fTamework for capturing“aesthetic qualities" 
in school mathematics based on the characteristics of“aesthetic qualities" in mathematics 
on the assumption that“aesthetic qua1ities" are shared among mathematicians. 
In order to accomplish the above purpose， this study analyzes aesthetic judgments in 
Poincare (1908/2002) and Hardy (1967/2006). 
As a result， uniformity and clarity caused by harmony and symmetry are given as 
“aesthetic qualities" in mathematics. Under such consideration，“aesthetic qualities" in 
mathematics occurs by “transformation to an orderly state from a s句teof complexity" or 
“coexistence of qualities which is positioned as a counter." Therefore， this study 
established the characteristics of“aesthetic qua1ities" in mathematics as a qualities that 
occurs by “transformation to an order匂statefrom a state of complexity" or“coexistence 
of quality that is positioned as a counter." 
Based on the characteristics of “aesthetic qua1ities" in mathematics， this study 
consh-ucted a framework to capture“aesthetic qualities" in school mathematics from the 
viewpoint of how “aesthetic qualities" in mathematics occurs and the viewpoint of 
relationships between aesthetic “objects" and “aesthetic qualities." And， itis clear that 
school mathematics in ]apan deals with aesthetic “objects，" but does not necessarily deal 
with aesthetic “objects.". Therefore， this paper recommends that school mathematics 
clarify“aesthetic qualities" by the framework built in this study. 
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